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L’'usage de la calculatrice et tout autre dispositif électronique est interdit.

Donnez vos réponses aux questions dans les espaces prévus sur les feuilles de réponses. Si vous avez besoin de plus d’espace

pour une réponse, vous pouvez utiliser I'espace supplémentaire disponible a la fin des feuilles de réponses en précisant le

numéro de la question et en indiquant dans 'espace réponse que la réponse se poursuit sur I'espace supplémentaire.

Exercice :

On considere une variable aléatoire discrete X avaleurs dans IN définie sur un espace probabilisé ((}, A, P).
+o00

On note Ix I'ensemble des réels t tels que 'espérarice E(e'*) = Y e'*P(X = k), de la variable aléatoire ¢'%,
k=0

soit finie. Pour ¢ € Ix, on pose

Lx(t) = E(e™):

Q.11> Dans cette question, on considére une variable aléatoire de Bérnoulli B(p) de parametre p € [0, 1].

Justifier que Iz(,) = R et calculer Lg(,)(t), pour tout t € R.

Q2> Dans cette question, on considére une variable aléatoire de Poisson P(A) de parametre A € RY.

Prouver que Ip(,) = R et calculer Lp(,)(t), pour tout t € R.

Q.3 1> Montrer que 0 € Ix et que si fy € Ix, alors | — oo, ty] C Ix, puis en déduire que Ix est un intervalle

non minoré de R.

On suppose dans la suite de 1'exercice que Ix = R.
Q.4 1> Montrer que pour touta >0, P(X >a) < }nge*”tﬁx(t).
>
Q.51> Prouver que pour tout n € IN, la variable X" est d’espérance finie.

Q.6 > Montrer que l'application Lx : t € R — Lx(t) est développable en série entiere au voisinage de 0
et que pour tout t € R,




On considere une variable aléatoire discrete Y a valeurs dans IN définie sur 1’espace probabilisé ((, A, P)
telle que Iy = R et pour tout réel t, ona: Ly(t) = Lx(t).

Q.7 > Prouver que pour toutn € N, E(X") = E(Y").

Q.8 > Montrer que pour tout t € RR, les deux séries ) eMP(X =k) et ) e P(Y = k) convergent et que
k>0 k>0

+oo 400
eMP(X =k) =Y MP(Y =k).
k=0 k=0

Hoo
Q.9 > Prouver que l'application ¢ : £ — ) | e P(X = k) est continue sur R.
k=0

1 27 .
Q.10 > Montrer que pour toutn € N, P(X =n) = E/ e~ M (t) dt.
0

Q.11 > En déduire que X et Y suivent la méme loi.

Q.12 > Dans cette question, on suppose de plus que les deux variables X et Y sont indépendantes. Montrer

que Ix,y = R et que pour tout t € R,
Lxiy(t) = Lx(t)Ly(t).

Q.13 > Dans cette question, on suppose que X suit une loi de Poisson de parametre A; > 0, Y suit une loi
de Poisson de parametre A, > 0 et que X et Y sont indépendantes. Déterminer la loi de la variable
aléatoire X + Y.

Probléme :

Le but des parties I. et II. de ce probleme est de montrer que pour une application continue quelconque

f : [0, +00o[—> C, on a l’équivalence suivante :

X
Tim f/ tF () dt =0,
400 0 400
/ f(t)dt converge <= < Pour touta > 0, l'intégrale / e " f(t) dt est convergente,
0 0

+o0
lim e " f(t) dt existe dans C.

a—0t Jo

—+00 +o0
De plus, dans ce cas, lim / e f(t)dt = / f(t)dt.
a—0tJo 0

La partie III. du probléme est indépendante des autres parties.

Partie I.

Dans toute cette partie, on considére une application continue f : [0, 00— C telle que

—+o0
f(t) dt converge.
0

+oo x
Onnote I = f(t)dt. Pour x > 0, on pose F(x) = / f(t)dt.
0 0
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Q.14 > Montrer que l’application F admet une limite finie en +oo et qu’elle est bornée sur [0, +o].

Q.15 > En déduire que pour tout a > 0, 'application t — ¢~ F(t) est intégrable sur [0, +oo].

+00
Q.16 > Soit a > 0. Prouver que l'intégrale / e " f(t) dt est convergente et que
0

/m e f(t)dt =a /H}o e "F(t)dt.

0 0

—+o0
On considere l'application £ : a € [0, +oo[— L(a) = / e " f(t)dt.
0

Q.17 > Montrer que L est de classe C* sur |0, +oo[ et que pour tout n € IN* et touta > 0,

LM (a) = a/

0

“+o00

(—t)"e ™ E(t) dt+n/0+oo(—t)”_1€_”t1-"(t) dt.

Q.18 > Justifier que pour touta > 0,

L(a) = /0+oo e “F (g) du,

puis en déduire que £ admet une limite finie a droite de 0 et que

lim L(a) = 1.

a—0t

Q.19 > Prouver que lim L(a) = 0.

a——+oo

400
Pour x > 0, on pose G(x) = / f(t)dt.

Q.20 > Justifier que 'application G:x — G(x) est bien définie et dérivable sur [0, +oo[ et que lim G(x)=0.

X—+o00

Q.21 > En déduire que pour tout e > 0, il existe A > 0 tel que poOur toutx > A,

1 X
f/ G(¥) dt‘ <e
0

X

Q.22 > Soit x > 0. Prouver que 315/ tf(t)dt = —=G(x) + % / G(t)dt.
0 Jo

Q.23 > En déduire que

/Ox F(Hdt = o).

X—>—+00
On considere dans la suite, I'application
@:[0,4[ — R
sint .
- sit> 0,

t — () =
1 sit =0.

o gint

Q.24 > Justifier la convergence de / e dt.

0

+o0
Pour a > 0, on pose L,(a) = / e o(t)dt.
0
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1

Q.25 1> Montrer que L, est dérivable sur |0, o[ et que pour touta >0, £,(a) = Tra

L te° gint
Q.26 > En déduire la valeur de / 4 dt.
0

Partie II.

Dans toute cette partie, on considere une application continue f : [0, +-00[— C telle que

lim 1/ L () dt =0,
0

x—+o0 X

—+o0
Pour tout a > 0, l'intégrale / e " f(t) dt est convergente,
0

+00
lim / e~ f(t) dt existe dans C.
0

a—0t

On définit I'application

(1 >

— [ tf(t)dt six >0,
x — g(x) = 915/0 S o

Ef(O) six=0.

Q.27 > Montrer que g est continue sur [0, 400/

+oco 400
Q.28 > Justifier que g(x) e © (i) et en déduire que les intégrales / e "g(t)dt et / te= o (t) dt
% 0 0

convergent, pour tout a > 0.

Q.29 > Soit a > 0. Montrer que pour tout x > 0,
X X X
/ e " f(t)dt = xg(x)e ™ +/ e " g(t) dt+a/ te g (t)dt,
0 0 0

+o00 +o0 +e
et en déduire que / e f(t)dt = / e o(t)dt+a / te""o(t)dt.
0 0 0

+oo +o0
Q.30 > Prouver que lim a / te~"¢(t)dt = 0 et en déduire que lim e "¢ (t) dt existe et vaut
0

a—0t a—0t Jo

—+o0
lim e " f(t)dt.

a—0t Jo

1 X
Q.31 > Montrer que lim —/ tlg(t)|dt = 0.
0

xX—+oo X

Q.32 > Justifier que pour toutt € R, 1+t < e

Q.33 > Montrer que lim (/ g(t) dt—/ e v g(t) dt> =0.
0 0

X—+400

+oo e_£
efﬁg(t) dt et / - dt, pour tout x > 0 et montrer que

X

+o00
Q.34 > Justifier la convergence des intégrales /
X

+o0 ot d +0°eféd
/x e xg(t) tx_>—+ooo /x ; t].
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—+o0

1o . _t _
Q.35 En déduire que xgrpw e g(t)dt =0.
+o00 +o0 +oo
Q.36 > Prouver que l'intégrale / g() dt converge et que / g(t)dt = 111%)1+ e g(t)dt.
0 0 a— 0

x X +0o0
Q.37 > Montrer que pour tout x > 0, / f(t)dt = xg(x)+ / g(t) dt et en déduire que f(t) dt converge
0 0 0
et que
+o00 +o0
f(t)dt = lim e " f(t)dt.

0 a—0* Jo

On considere I'application

¢$:[0,+00] — R
ti—sint sit >0,
t — p(t) =< e —1
1 sit=0.

Q.38 > Justifier que ¢ est continue sur [0, +o0].

—+o0
Q.39 > Soita > 0. Prouver que / e "¢(t)dt converge et que
0

/me—“f (t)dt = —L++Zo‘,o—1—
0 4  1+a? (n+a)?

n=1

(On pourra utiliser un développement en série entiere).
—+00

+o00
Q.40 > Montrer que lim e " (t) dt existe dans R, mais que l'intégrale t) dt diverge.
q ¢ q g 0 ¢ 8

a—0t Jo

Partie III.

Soit C = C([0,1],R) le R-espace vectoriel des fonctions continues/sur [0, 1] a valeurs réelles.

On rappelle que l'application || - || : f — [|f|le = sup |f(x)| est ine norme sur C.
xe[0,1]
Q.41 > On pose pour tout n € IN* et tout x € [0,1], f,,(x) = x" — x*".

Vérifier que pour toutn € N*, f, e B={h € C; ||h|o < 1}
Q.42 > Justifier que la suite de fonctions (f,),en+ converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle.

Q.43 > Montrer que (f,)nen+ N'admet aucune sous-suite convergente dans (C, || - ||«) et en déduire que B

n’est pas un compact de (C, || - ||c0)-

Q44> Soient f € C et x > 0. Prouver que la série ) _ e™™ f(e™) converge.
n>0

Onnote L(f)(x) = Jio e " f(e7™M).

n=0

Q.45 > Montrer que I'ensemble E = {f € C, 1i1’51+ xL(f)(x) existe dans R} est un sous-espace vectoriel
x—

fermé de (C, || - ||co)-
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Pour f € E, on pose

T(f) = lim xL(f)(x).

x—0t

Q.46 > Prouver que 'application T : f € E —— T(f) est une forme linéaire continue sur (E, || - ||«)-

Q.47 > Montrer que pour tout k € IN, I'application my. : t € [0,1] — t* appartient a E et que

T(my) = /0 L (1) dt.

Q.48 > En déduire que E = C et que pour tout f € C,
+oo 1

lim x Y e f(e7) = / F(1) dt.
n=0 0

x—07F

* Fin de I’épreuve
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Exercice :

On considére une variable aléatoire discrete X a valeurs dans N définie sur un espace probabilisé ((2, A, P).

On note Ix I'ensemble des réels ¢ t¢ls.gue 1’espérance E(e Z etkP = k), de la variable aléatoire etX,

soit finie. Pour t € Ix, on pose

L3(t) = E(eX).

Q.1 > Dans cette question, on consideére une variable‘aléatoire de Bernoulli B(p) de parametre p € [0,1].

Justifier que I,y = R et calculer Lg,)(t), pour tout t € R.

Pour tout t € R, E(e*B(P)) est finie (B(p) prend un'riosibre fini de valeurs), donc I B(p) = R et pour
toutt € R,ona:

Ly (t) = E(PP) = P(B(p) = 0) +e'P(B(p) =1) = (1 —p) +e'p=pe' +1—p.

Q.2 > Dans cette question, on considére une variable aléatoire de Poisson P(A) de parametre A € RY.

Prouver que Ip(;) = R et calculer Lp(,)(t), pour tout t € R.

/\k
I o th —A
Pour tout t € IR, la série numérique Z ee o

k>0
et Lp(t) = M1, pour tout t € R.

_ t
converge et sa somme vaut e e, donc Ipy =R

Q.3 > Montrer que 0 € Ix et que si ty € Ix, alors | — oo, {y] C Ix, puis en déduire que Ix est un intervalle

non minoré de R.

+o0
Comme E(eOX) = ZP(X = k) = 1,alors 0 € Ix. Soient ty € Ixett € R; t < ty. Pour tout
k=0

k€N, 0<e*P(X = k) < e"P(X = k). Comme la série ) e'"*P(X = k) converge, alors la série
k>0
Z etkP converge aussi. Dol | — oo, tg] C Ix. En particulier, puisque 0 € Ix, | — o0,0] C Ix,

k>0
donc Ix n’est pas minoré. Soient x et y deux éléments de Ix tels que x < y etz €|x, y[. D’apres ce qui

précede | — oo, y] C Ix, donc z € Ix. D’ott Ix est un intervalle de R. Finalement, Ix est un intervalle

non minoré de R contenant 0.




On suppose dans la suite de 1'exercice que Ix = IR.

Q.4 1> Montrer que pour touta >0, P(X >a) < }nge_”tﬁx(t).
>

Soient a > 0 et t > 0. Comme la variable aléatoire discrete e/X est d’espérance finie, alors d’apres
E(etX )

= e " Lx(t). Or ceci est vrai pour tout

l'inégalité de Markov, P(X > a) = P(etX > el") <
t>0,donc P(X >a) < }nge_”tﬁx(t).
>

Q.51> Prouver que pour tout n € IN, la variable X" est d’espérance finie.

. k" . .
Soit n € IN. Pour tout k € IN, — < ek, donc 0 < X" < n!eX. Comme la variable aléatoire eX est

n!
d’espérance finie, alors la variable X" est aussi d’espérance finie.

Q.6 > Montrer que l'application Lx : t € R — Lx(t) est développable en série entiere au voisinage de 0

et que pour tout t € IR,

400 E(X")
Lx(t)=1) pr t".
n=0 '
Soit t € R. Puisque |t| € Ix = R, lasérie Y el"P(X = k) converge. Or el'k = JFZO;O L —
q EA e ey A BN A2 et © I - — n! ’p
k>0 n=0
k"
k € N, donc la famille ( ' P(X = k)> est sommable et on a :
1 k€N, neIN
X +o00 +00 g +o0 n +o0 +o00
— — — i’l — —
£x(t) = B = L PO 'Y, T = L KR _Z

On considere une variable aléatoire discrete Y a valeurs dans IN définie sur 1’espace probabilisé (Q}, A, P)

telle que Iy = R et pour tout réel t, ona: Ly (t) = Lx(t).
Q.7 > Prouver que pour toutn € N, E(X") = E(Y").

B, = E()

Pour tout réel t, Lx(t) = Ly(t). D’apres la question précédente, ) — g b= ) Tt", pour
n=0 : n=0 ’

tout t € IR. On obtient (en considérant les dérivées n°™ en 0) E(X") = E(Y"), pour tout n € IN.

Q.8 > Montrer que pour tout ¢ € R, les deux séries ) eMP(X = k) et ) e P(Y = k) convergent et que
k>0 k>0

+oo +oo
Y eMP(X=k) =) MP(Y =
k=0 k=0

Soit t € R. Pour tout k € N, [¢"P(X = k)| = P(X = k). Or Y P(X = k) converge, alors
k>0

Z e®P(X = k) converge absolument, donc elle converge. De méme pour Z eMP(Y = k). La

k>0 k>0

ntnkn |l1’lt1’l|k1’l
famille ) © )~ = k) est sommable (En fait } ) P(X = k) est sommable de

k>0n>0 k>0n>0

+oo too gm
somme E(el'X)). De plus, sa somme vaut ) e*P(X = k) Z E (X™)t". De méme pour la
k=0

variable Y. Comme pour tout n € N, E(X") = E(Y"), alors Z eMP(X =k) = Z ektp(Y =
k=0 k=0
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+oo
Q.9 > Prouver que l'application ¢ : £ — ) eMP(X = k) est continue sur R.
k=0

La série de fonctions ) ¢ P(X = k) converge normalement sur R et pour tout k € IN, I'application
k>0

. +Oo l
t — ¢ P(X = k) est continue sur R. Donc l'application ¢ : t — Y _ ¢’ P(X = k) est continue sur

k=0
R.
1 27 .
Q.10 > Montrer que pour toutn € N, P(X =n) = E/ e~ "y (t) dt.
0
Soit n € IN. Comme l'application t — e ¢ P(X = k) est continue sur R, pour tout k € IN, et
la série ) e e P(X = k) converge normalement donc uniformément sur IR, en particulier sur
k>0

0,27) alors = [ e (e dt = = Y P(X=k) [ e gt
[,n],aorsgoe ¥(t) —%k;)(—)oe et dt.

1 2 it ikt 1 sik=mn 1 27 int
Or—/ e e dt = 6, = ,donc—/ e "y(t)dt = P(X = n).

27 Jo 0 sik#n 21 Jo

Q.11 > En déduire que X et Y suivent la méme loi.

1 27T ; too
De méme on montre comme dans/Q.10, que P(Y = n) = o / e MYy e P(Y = k) dt, pour tout
0 k=0
n € N.D’apres Q.10 et Q.8, P(X = n) = P(Y = n), pour tout n € N. Donc X et Y suivent la méme

loi.

Q.12 > Dans cette question, on suppose de plus que les deux variables X et Y sont indépendantes. Montrer

que Ix,y = R et que pour tout t € R,

Lxiy(t) = L) Ly(t).

Pour tout t € R, les variables aléatoires e!X et ¢!’ sont indépendantes d’espérances finies, donc la

HXAY) _ ptXptY

variable e est d’espérance finie et E(e! X)) = E(eX)E(e!). Ce qui implique que

Ixiy =Retpourtoutt € R, Lxiy(t) = Lx(t)Ly(t).

Q.13 > Dans cette question, on suppose que X suit une loi de Poisson de parametre A; > 0, Y suit une loi
de Poisson de parametre A, > 0 et que X et Y sont indépendantes. Déterminer la loi de la variable
aléatoire X + Y.

On suppose que X suit une loi de Poisson de parameétre A; > 0, Y suit une loi de Poisson de

parameétre A, > 0 et que X et Y sont indépendantes. D’apres Q.12 et Q.2, on a pour tout
t€R, Lxiy(t) = Lx(t)Ly(t) = eMEDeMle=1) — p(A+0)(E-1) Done d’apres Q.2 et Q.11, X 4 Y
suit une loi de Poisson de parametre A + As.
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Probléme :

Le but des parties I. et II. de ce probleme est de montrer que pour une application continue quelconque

f: [0, +00[— C, on a I'équivalence suivante :

X
lim f/ EF (1) dt =0,
400 0 +o0
/ f(t) dt converge <= { Pour touta > 0, l'intégrale / e " f(t) dt est convergente,
0 0
+o0
lim e " f(t) dt existe dans C.

a—0t Jo

(o]

+00 +
De plus, dans ce cas, lim / e f(t)dt = / f(t)dt.
a—0t Jo 0

La partie III. du probléme est indépendante des autres parties.

Partie I.

Dans toute cette partie, on considere une application continue f : [0, +-0o[— C telle que

—+o0
[ t)dt converge
jO J\*) o

+oo X
Onnote I = / f(t)dt. Pour x = 0, onpose F(x) = / f(t)dt.
0 0

Q.14 > Montrer que l'application F admet un¢ limite finie en +oo et qu’elle est bornée sur [0, +oo].

—+o00
Comme / f(t) dt converge, alors LHE F(x) = I. De plus, F est continue sur [0, +oco[ (En effet, F
0 x—-+00

est la primitive de f sur [0, +o00[ qui s’annulé¢’en 0), donc F est bornée sur [0, +o0.

Q.15 > En déduire que pour tout a > 0, I'application t e "'F(t) est intégrable sur [0, +oo].

F est bornée sur [0, +oo[, donc il existe M > 0 tel‘que pour tout t > 0, |F(¢)| < M. Soita > 0.
L'application t — e " F(t) est continue sur [0, +oo| et ¥érifie pour tout t > 0, |e”"F(t)] < Me ™.

a

Comme l'application t —— e~ est intégrable sur [0, +oo[, alors 'application t —s e~ F(t) est aussi

intégrable sur [0, +oo].

—+o0
Q.16 > Soita > 0. Prouver que l'intégrale / e " f(t) dt est convergente et que
0

/0+c>o e f(t)dt =a /Om e " F(t)dt.

Soient a > 0 et x > 0. On effectue une intégration par parties, on obtient
X X

/ e f(t)dt = [e"™F(t)]§ + a/ e “'F(t)dt. Comme F(0) = 0, 1_1)111 e "F(x) = 0 et l'applica-
0 0 x 0

+o0
tion t — e "F(t) est intégrable sur [0, +oo|, alors I'intégrale / e~ f(t) dt est convergente et
Jo

/+Oo e f(t)ydt =a /+oo e "F(t)dt.

0 0

—+o0
On considere l'application £ : a € [0, +oo[— L(a) = / e " f(t)dt.
0

Q.17 > Montrer que L est de classe C* sur |0, +oo[ et que pour tout n € IN* et touta > 0,

400

£M(a) = a/

(—)"e " F() dt + n / et () dt.
0 0
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Montrer que l'application £ est de classe C* sur |0, +oco[ revient & montrer d’apreés Q.16, que

I'application a — / o e ™F(t)dt est de classe C*™ sur |0, +oo[. Pour cela nous allons vérifier
les hypotheses du théoréme de dérivation sous le signe intégrale. Pour tout ¢ > 0, 'application
a I e "F(t) est de classe C* sur ]0, +oo[ et pour tout n € N, aan}it(a) = (—t)"e ™F(t). Soit
n € IN. Pour tout a > 0, 'application t — (—t)"e " F(t) est intégrablpcle sur [0, +oo[ (F étant bornée
sur [0, +oo[ et 'application t — t"e~* est intégrable sur [0, +oo[). Soit M > 0 tel que pour tout

t >0, |F(t)] < M. Soit a > 0. Alors pour tout + > 0 et tout a > a, |(—t)"e “F(t)| < Mt"e " et
l'application t — Mt"e *' est intégrable sur [0, +oo]. Par suite, l'application a — /0 o e 'F(t) dt
est de classe C* sur |0, +-o0[. Ce qui implique que I'application L est de classe C* sur |0, +-o0] et pour
tout n € IN* et touta > 0,

£ (a) = a/

0

—+o00

(—t)"e " ™F(t)dt +n /(]Jroo(—t)"_le_”tlf(t) dt (d’apres Q.16).

Q.18 > Justifier que pour tout a > 0,
L(a) = r+ooe"”'F (%Y du
W= \a) @

puis en déduire que £ admet une limite finie a droite de 0 et que

lim L(a) = 1.

a—0t

+o0o
Soita > 0. L(a) = a / e "'F(t)dt. On effectue le changement de variables u = at, on obtient
0
+o0
L(a) = / e "F (g) du. On va appliquer l¢ théoreme de la limite sous le signe intégrale. Pour
0
touta > 0, 'application u — e “F <%) est continue sur {0, +-o0[. Comme 1—1>T F(x) =1IetF(0) =
X 0

uy Ie™" siu >0,
(7) 0 siu=0.
Soit M > 0 tel que pour tout t > 0, |F(t)| < M. Pour tout u > 0 et touta > 0,
et I'application u — Me™" est intégrable sur [0, +-oo].

0, alors lim e “F

a—0+ a

e “F <E> ‘ < Me™*
a
Par suite, £ admet une limite finie a droite de 0 et

+oo +o0
lim £(a) :/ lim ¢F (%) du = 1/ et du = 1.
0 0

a—0t a—0t
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Q.19 > Prouver que lim L(a) = 0.

a—r+00

On va utiliser le théoréme de la limite sous le signe intégrale. Pour tout a > 0, l'application
u .
ur—e "F (E> est continue sur [0, +o0.

Pour tout u > 0, lim e “F (%) = 0 (car lim F(x) = F(0) = 0). Pour tout u > 0 et touta > 0,

a——+o0 x—0t
‘ “"F ( > ’ < Me " et’application u — Me ™" est intégrable sur [0, +-00[, avec M > 0 tel que pour
tout t > 0, |F(t)| < M. Par suite, l'application £ admet une limite finie en +oo et

lim /:(a):/o'm lim e™'F (£) du =o0.

a—+0o0 a—+co

+00
Pour x > 0, on pose G(x) = f(t)dt

X

Q.20 > Justifier que 'application G:x — G(x) est bien définie et dérivable sur [0, +-oo[ et que LHE G(x)=0.
X 00

+00
Comme f(t) dt est convergente, alors G(x) est bien défini, pour tout x > 0 et 1—1>T G(x) =0.
0 X o0

00
De plus, pour tout x > 0, G(x) = j{) f(t)dt — / f(t)dt = I — F(x). Comme f est continue sur
[0, +oo], alors G est de classe Chsur [0, +oo] et G’ (x) = —f(x), pour tout x > 0.

Q.21 > En déduire que pour tout e > 0,1l existe A > 0 tel que pour tout x > A,

LMo <
;/0 (t)t‘_s

Soit ¢ > 0. Comme tlir+n G(t) = 0, alors il existe A{"> 0 tel que pour tout f > Ay,
— 00

€ 1 rx 1 M 1 rx
IG(1)] < £ Soitx > Ay / G() dt g—/ G(t)dt‘Jr/ G(t)| dt, donc
2 0 0 X JA,

X
X —
1/ G( /1G(t)dt’+£x a1
X Jo 0 X X

~

)dt‘gl
X

\ ! €
/ G(t) dt’ + 5 D’autre part,
0

1 A
lim = / ' G(t) dt’ = 0. Donc il existe A > A; tel que pour tout x > A,
0

X—+o0 X
11 4 € 1 [x
- / G(t) dt‘ < —. Par suite, pour tout x > A,ona: ‘/ G(t) dt’ <e
x |Jo 2 x Jo
1 X
Q.22 > Soit x > 0. Prouver que f/ tf () dt G(x)+;/ G(t) dt.
0

Soit x > 0. On effectue une intégration par parties, on obtient

1/0 L (t) dt = %[—tG(t)]f)‘ + % /OXG(t) dt = —G(x)+ » /O Gty di

X

Q.23 > En déduire que

/Otf(t)dt — o(x).

X—+00

X
D’apres Q.20 et Q.21, 1_1)1}: G(x) = lim 1 / G(t)dt = 0, donc Q.22 donne
X [ee) 0
X
lim f/ tf(¢)dt =0, autrement/0 tf () dt T o(x).

X—+00 X
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On considere dans la suite, 'application

@:[0,+00] — R
sint .
— sit >0,

t — go(t): t
1 sit =0.

. toosint
Q.24 > Justifier la convergence de / 5 dt.
0

L'application ¢ étant continue sur [0, +co|[, on étudie la convergence de I'intégrale au voisinage de

+00. On effectue une intégration par parties, on obtient pour tout x > 1,

¥ gint cost]” X cost CcoSs X % cos t
/ —dt = |—+| — / —5—dt. Comme lim = 0 et I'intégrale / —5— dt est abso-
1 t I 1t x—+4o0 X 1 t

oo sint
lument convergente donc convergente, alors 5 dt converge.
0

+o0
Pour a > 0, on pose L,(a) = / e o(t)dt.
0

1

Q.25 > Montrer que L, est dérivable sur |0, +oo[ et que pour tout a > 0, L (a) = ———.
: Letquel 2 1+ a2

D’apres Q.17, I'application Ly, est de classe C* sur |0, +oo[, en particulier elle est dérivable sur
10, +oo[. Pour tout t > 0, I’application a LN e " (t) est de classe C! sur ]0, +-oo[ et pour tout a > 0,

a—t(a) = —e¢ “sint. Pour tout a > 0, Vapplication t — —e " sint est continue sur [0, +oo[. Soit
a
a > 0. Alors pour tout t > 0 et touta > a, | —e “sint| < e~

« ot

" et l'application t — e est

intégrable sur [0, +-oo[. Par suite, 'applicaton L, est de classe C! sur |0, +00[ et pour tout a > 0,

E'(a)z—/ﬂoe_“tsintdt:—lm /+Ooe(i_”)tdt S .
¢ 0 0 a2 +1

r00 of ¢
Q.26 > En déduire la valeur de / % dt.
0

Pour touta > 0, E;,(a) = — 5 donc il existe une constante ¢ € R telle que pour tout a > 0,

1+a
Ly(a) = —arctana + c. D’apres Q.19, al_igloo Ly(a) = 0, alors on en déduit que ¢ = g et par suite
lim L,(a) = us Or, d’apres Q.18, lim L, (a) = /+oo @(t)dt = /+OO ydt.
a—0+ ) 2 a—0+ 0 0 t
D’ou /+00 Sl—ntdt =7
0 t 2

Partie II.
Dans toute cette partie, on considére une application continue f : [0, +00[— C telle que
X
lim — / LF(1)dt =0,
0
—+o0

Pour tout a > 0, l'intégrale / e " f(t) dt est convergente,
0

—+o0
lim / e " f(t) dt existe dans C.
0

a—0+t
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On définit I'application

g:]0,40] — C

1 X

— | tf(t)dt six >0,
x o g =qF

E (O) six =0.

Q.27 > Montrer que g est continue sur [0, +-o|.

L’application g est continue sur 0, +oo[, elle est méme de classe C' sur ]0, +oo[ car l'application
f est continue sur [0, +oo[. Montrons que g est continue en 0. Remarquons que pour tout x > 0,
= f (0) = / tf(0)dt. Soit e > 0. Comme f est continue en 0, alors il existe « > 0 tel que pour
toutt € [O af, |[f(t) — f(0)] < 2e. Soit x €]0, af.

a0 = 5| [Crw - sona) < 4 [T - s <e

x2

+00 +o0

Q.28 > Justifier que g(x) =, (i) et en déduire que les intégrales / e "g(t)dt et / te=tg(t) dt

X (&) 0 0

convergent, pour touta > 0.

. 1 .
Comme xliri\wxg(x) = xgrfm;/ tf(t)dt = 0, par hypothese, alors g(x) LTl O (x) Soit
a > 0. Les applicationst ~—"e “g(t) et t —— te "¢(t) sont continues sur [0, +oo[. De

1 1 +o0

—at _ - —at — - St —at

plus, e % ¢(t) T © (\t2> et te”"Q(t) T © <t2>' Donc les intégrales /0 e Mo(t)dt et

—+o0
/ te”"¢(t) dt convergent.
0

Q.29 > Soit a > 0. Montrer que pour tout x > 0,

e = xg(me s+ [ P ratra [ e g
0 0 0

400 o0 o
et en déduire que / e " f(t)dt = / e g(t)dt+a / te " o(t) dt.
0 0 0

X
Soient 4 > 0 et x > 0. On considére l'intégrale / e " f(t) dt et on effectue une intégration par
0

—at

t
parties sur |0, x| en dérivant I’application  — eten prenant t — / uf(u) du pour primitive

t
de l'application t — tf(t). Or pour tout t > 0, / uf(u)du = t2g(t) et lim tg(t)e ™ = 0, donc
0

=0T
X X X
/ e "f(t) dt:xg(x)e’”x—i—/ e g(t) dt—l—a/ te~ "' g(t) dt. Par passage a la limite lorsque x tend
0 0 0

vers +oo et en utilisant Q.28, on obtient

+oo +o0 +oo
/ e " f(t) dt:/ e g (t) dt+a/ te~"g(t) dt.
0 0 0

400 400
Q.30 > Prouver que lim a / te " g(t)dt = 0 et en déduire que lim e "¢ (t) dt existe et vaut
0

a—0t a—0t Jo
—+o0

lim e " f(t)dt

a—0t Jo
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Soit ¢ > 0. Comme 11r+n tg(t) =0, alorsilexiste A >0 tel que  pour  tout
t—-+o0

ltg(t)] < ; Pour touta > 0, |a

0

3 3

2 -2

Par suite, pour tout a €]0, af,

—+o00
a/ te g (t) dt’ < ¢, c'est-a-dire
0

a—0+ 0
[e] —+o00
lim e "¢ (t) dt existe et vaut lim e " f(t)dt

a—0t Jo a—0t.Jo

t> A,

+oo A +oo
te~ g (t) dt‘ < a/ t|g(t)|dt—|—a/ e |tg(t)| dt. D'une
0 A
+00 +o0
part, on a pour tout a > 0, a/ e M|tg(t)]dt < a%/ e dt = —e " < ~. Drautre part,
A A

A A
puisque 1112[)1+ 11/ t|g(t)|dt = 0, alors il existe « > 0 tel que pour tout a €]0, &, a/ tlg(t)dt < %
a— 0 0

+oo o0
lim a/ te~"¢(t)dt = 0. Par hypothese, lir(1)1+ / e~ f(t) dt existe dans C, donc d’apres Q.29,
0 a—07 J0

X
Q.31 > Montrer que hrf )1(/ tlg(t)|dt = 0.

Soit ¢ > 0. Comme tEm tg(t) = 0, alors il existe A1 > 0 tel que pour tout t > Ay, |tg(t)] <

1 X / 1 /x
x> A;.0< f/ tlg(t)|dt < < tlg(H)|dt+ = | |tg(t)]dt, donc
X Jo

% xjf}ql ,
1 /> 1 1 ex— Ay 1 4 3
— < = — < = —. D
X/o tlg(f)]dt < x/o t|g(t))dt+2 .= X/o t|g(t)|dt+2 D’autre part,

1 rA
lim f/ l t|g(t)|dt = 0. Dong'il existe A > A tel que pour tout x > A,

x—+o00 X Jo

LM et ae <

- lswlar <

lim 7/ Hg(t)] dt = 0.
0

€

N

x—+oo X

1 X
. Par suite, pour tout x > A, ona:0 < ;/ tlg(t)|dt < e D'ou
0

Q.32 > Justifier que pour toutt € R, 1+t < et

1+t <eé.

On effectue une étude de variations sur la fonctioh + =—¢' — t — 1. On obtient pour tout t € R,

Q.33 > Montrer que lim (/xg(t) dt — /x e xg(t) dt) =
0 0

X— 400

D’apres Q.32, pour tout x > 0,

tient xgrfw (/o g(t) dt—/o e xg(t) dt) =

‘/ <(#) dt—/ e xg(t) dt‘ = ’/ (1—e*£)g(t) dt| < 1/ t|g(t)| dt. En utilisant Q.31, on ob-
0 0 0 x Jo

00 +00 p—%

Q.34 > Justifier la convergence des intégrales /
X

+oo i +o0 o ;d
/x e xg(t) tx_>—+ooo /x t

X

e x
e%g(t) dt et / e dt, pour tout x > 0 et montrer que

+oo +o0
Soit x > 0. L'intégrale / e~ *g(t)dt converge car / e~ g(t) dt converge d’apres Q.28 (pour
x 0
1 % 1 o0 g%
a = —). D’autre part, S , donc / ¢
X F oo O\ 22 x
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Soit € > 0. Comme 1113 tg(t) = 0, alors il existe A > 0 tel que pour tout t > A, |tg(t)| < &. Donc
t— 0o

too +ooe*§
e xg()’ ef /x e xg(t)dt‘ ge/x

—+o0
suite, / e 3 g
X

Q.35 > En déduire que x1_1>rfoo e g(t)dt =0.

,L
x

pour tout t > A,

D’ot pour tout x > A,

).

+o0 e x +o0 e—u +00
Comme/ ; dt = / du, alors d’apres Q.34, hm / g(t)dt = 0.
x 1

+00 00 400
Q.36 > Prouver que l'intégrale / g() dt converge et que / g(t)dt = lim e g(t)dt.
0 0

a—0t Jo

k\*

X —+00

Montrons que lim e "¢(t)dt. Soit x > 0.

¢(F) dt existe et vaut lim
x——+o Jo

a—0+ 0
' t)dt
/og()

(Axg(t) dt — /Oxe_fcg(t) dt) + Axe_;g(t) dt

- </Oxg(t)dt—/oxe—ig(t)dt> +/O+ooe_ig(t)dt—/:we_ig(t)dt

+o0 x Yot
I3t xof — T x =

car l'intégrale /0 e g(t)dt converge, Or xl_l)I_iI_loo </0 g(t)dt /0 e xg(t) dt) 0,
. oo —t o . 4t . . oo —at Jeo iz
xgrfw e g(f)dt = 0et xg&lw/() e g(t) dt existe et vaut lim /0 e "¢(t)dt, donc l'inté-

a—0t

00 +o0 o0
grale/ g(t) dt converge et/ g(t)dt = lim e "eg(t)dt.
0 0

a—0~%

X
Q.37 > Montrer que pour tout x > 0, / f(t)dt = +/
0

£)dt et en déduire que
et que

+00
f(t) dt converge

o Hdt = li T £)dt
; f(t) = lim /e f(t)

X
Soit x > 0. On considere l'intégrale / f(t)dt et on effectue une intégration par parties sur |0, x|
0

1 t
en dérivant l'application t — 7 et en prenant t — / uf(u)du pour primitive de 1’application
0

t
t — tf(t). Or pour tout t > 0, / uf(u)du = t>g(t) et lir& tg(t) =0, donc
0 t—

/Oxf(t) dt:xg(x)+/oxg(t) dt

Par passage a la limite lorsque x tend vers +oo et en utilisant Q.28 et Q.36, on obtient

—+o0
f(¢t)dt
—+o0 —+o0
converge et f(t)dt = / g(t) dt. Par suite, d’apres Q.36 et Q.30,
0 0

tee +eo : +ee —at : teo —at
; f(t) dt:/o g(t)dt = lim e "g(t)dt = lim e M f(t)dt

a—0t Jo a—0t Jo
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On considere I'application

9:[0+00] — R

; —sint sit >0,
t — p(t)=¢e—1
1 sit=0.

Q.38 > Justifier que ¢ est continue sur [0, +-oo].

L'application ¢ est continue sur ]0, +-o0[. Montrons qu’elle est continue en 0. Comme ¢’ — 1 b
%

. t . . P .
alors %gr(} 1 1. Par suite, tlir(r)l+ ¢$(t) =1 = ¢(0). D’'our ¢ est continue sur [0, +oo].

—+o00

Q.39 > Soita > 0. Prouver que / e~ "¢(t) dt converge et que
0

/’+0°eaf (t)dt__L_i_—iio#
0 ¢  1+a2 H(nta)?

(On pourra utiliser un développement en série entiére).

Soit a > 0. L'application t —.e~“¢(t) est continue sur [0, +oo[, donc il suffit d’étudier la conver-

gence au voisinage de +co.

. t o ‘ 4 —at _ 1 +eo —at
Or thoo o1 0, alors ¢ estbornée sur [0, +oo[ et e™ " ¢p(t) LT © (t2>' Donc /0 e "p(t)dt
+00

+00 +o00
e () dt = / e i dt — / e sintdt.Ona:
0 Jo

converge et / ]

0

+o0 1 $oo t +oo 1
—at . o —at _ ,—(a+1)t
/O e a Slntdt—met ‘/0 e 5 et—ldt_A te (tl ) 7]_—671‘ dt

Or pour tout t > 0 1L = JFZO:O e ™, donc /+00 et t dt = /+0° Jio o~ (atn+1)t 7y
"1—et = ’ 0 ot q o = .

+o0
Comme / te~(atntt gy
0

1
—— et la série Z —+———— converge, alors
(a+n+1)>? = (e n+1)2

0 el—1" = (a+n+1)2 = (a+n)?

Par suit /+oo e "o(t) dt L f !
ar suite, = — .
0 14+a2 “~ (n+4a)?

+o0 +oo
Q.40 > Montrer que lim e " ¢(t) dt existe dans R, mais que I'intégrale / ¢(t) dt diverge.
0

a—0t Jo

. 1 . .
D’une part, lim = 1 et la série de fonctions Z converge normalement sur [0, oo/,

a—0+ 1+ a2 Z (n+a)?
) 00 1 B 00 1 Lo +o0 L p . 00 1 ,
donc lim ) ——o = )" E D’ott lim e "(t)dt existe et vaut —1+ ) | e D’autre part,

a—=0+ = (n+a)? =1 a—0t Jo =1
400 +o0 t +o0

/ ¢(t) dt diverge car / 1 dt converge, mais / sint dt diverge.

0 0 —

0
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Partie III.

Soit C = C([0,1],R) le R-espace vectoriel des fonctions continues sur [0, 1] & valeurs réelles.

On rappelle que 'application || - || : f — || f]l0 = sup |f(x)| est une norme sur C.

x€[0,1]

Q.41 > On pose pour tout n € IN* et tout x € [0,1], f,(x) = x" — x*".

Vérifier que pour toutn € N¥, f, € B = {h €C; ||hlle < %}

1
ATaide d’une étude de variations, on montre que pour tout n € IN*, || fu|/e = 7 donc f, € B.

Q.42 1> Justifier que la suite de fonctions (fy,),en+ converge simplement sur [0, 1] vers la fonction nulle.

Six € [0,1], alors 1_1)13’_1 fn(x) =0etsix =1,alors f,(1) = 0, pour tout n € IN*. Par suite, (f,;)nen~
n o0

converge simplement vers 0 sur [0, 1].

Q.43 > Montrer que (f,)nen+ n'admet aucune sous-suite convergente dans (C, || - ||) et en déduire que B

n’est pas un compact de (C, || - ||c)-

Supposons qu'il existe 0 : N* — IN* une application strictement croissante telle que (fg(,))neN-

converge vers f dans (C, || - [|es). Alors (fy(,))nen+ converge simplement vers f sur [0, 1]. Par unicité
de la limite, on aura f = O sur [0, 1].

. 1 , 1 . .
Or pour tout n € IN%, || fo(n) {sv donc ngrfw ‘ fon) Nl # 0, ce qui donne une contradiction.

Comme (f,)nen+ est une suite d’éléments de B n’admettant aucune sous-suite convergente, alors B

n’est pas un compact de (C, || - {|c)-

Q44> Soient f € C et x > 0. Prouver que lasérie ) e "™ f(e™"*) converge.

n>0

L'application f étant continue sur [0, 1], alors elle est bornée sur [0,1]. Donc il existe C > 0 tel que
pour tout x € [0,1], |f(x)| < C.Soitx > 0. Pourdout n € IN, e f(e "*)| < Ce™ ™. Comme la série

) e7" converge, alors la série ) _ e~ f(e”") convérgeabsolument, donc elle converge.
n>0 n>0

Onnote L(f)(x) = Ji:]e”xf(e”x).

Q.45 > Montrer que 'ensemble E = {f € C, lim xL(f)(x) existe dans R} est un sous-espace vectoriel

x—07t

fermé de (C, || - ||co)-

Montrons que E est un sous-espace vectoriel de C. Remarquons que l’application nulle appartient a

E. D’autre part,si f,¢ € Eeta € R, lim xL(af + g)(x) = a lim xL(f)(x) + lim xL(g)(x) € R.
x—0F x—0F x—0F

Donc af + ¢ € E. Montrons que E est un fermé de (C, || - ||e). Soit (fi)renw une suite de E qui
converge vers f € C pour || - ||. Montrons que f € E, c’est-a-dire Xli)rgl+ xL(f)(x) existe dans R.
Pour k € N et x > 0, on pose gx(x) = xL(fi)(x), alors xlirgl+ (x) =1l eR.

Pour x > 0, on pose g(x) = xL(f)(x). Montrons que la suite (gx)ren converge uniformément vers
g sur |0, 1]. Pour tout k € N et tout x €]0,1],

“+o0

8600 — 800 = fx X e (le™) — Fe )| < i flog s

n=0

— est continue sur |0, 1] et admet une limite finie (égale a 1) en 0,

Comme l'application x — 1

<.

—x —

alors cette application est bornée sur |0, 1]. Soit ¢; > 0 tel que pour tout x €]0,1],0 < 1
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D’ou pour tout k € N, sup |gx(x) — g(x)| < c1|lfk — fllo- Comme lim ||fx — flle = O, alors
xG]O,l] k——+o0

khm sup |gk(x) — g(x)| = 0. D’apres le théoreme de la double limite, I’application ¢ admet une
=T xelo,1]

limite finie lorsque x tend vers 07, c’est-a-dire lim xL x) existe dans R. Par conséquent, f € E.
9 x—0*t 9

D’ott E est un sous-espace vectoriel fermé de (C, || - ||«)-

Pour f € E, on pose

T(f) = lim xL(f)(x).

x—0t

Q.46 > Prouver que l'application T : f € E — T(f) est une forme linéaire continue sur (E, || - ||c0)-

Soient f,g € Eeta € R.

T(af +g) = lim xL(af + ¢)(x) = a lim xL(f)(x) + lim xL(g)(x) = aT(f) + T(g). D’ou T est
x—0+ x—0+F x—0+

une forme linéaire sur E.

Montrons que T est continue sur (E, || - ||«). Soit f € E. Pour tout x > 0,

XL(F) ()] < IIf = Ifllo;==

—+o0
X 2 e—nx
|—n=0

D’ott |T(f)| < ||fl|«- Par suité, F.est continue sur E.

Q.47 > Montrer que pour tout k € IN;Vapplication my. : t € [0,1] — t* appartient a E et que

T(my) = /0 U (1) dt.

+o0
: - _ “n(14k)x _ X |
Soit k € IN. Pour tout x > 0, xL(my)(x) = xngoe = T

1 1
Donc lim xL(m)(x) = ki1 — / my(t) dt € R. Par suit, my € E et T(my) = / () dt.
0 0

x—0t

Q.48 > En déduire que E = C et que pour tout f € C,

1
1 nx —nx / t dt
Jim x e ste ) = [0

Comme pour tout k € IN, my € E et E est un R-espace vectoriel, alors pour tout P € R[X], I'appli-
cation polynomiale (associée a P) P € E. Soit f € C. Alors f est une limite uniforme d’une suite de
fonctions polynomiales (f,;),en. Or E est fermé, donc f € E.D’'ou E = C.

D’autre part, T étant continue sur E, donc pour tout f € C,

T(f) = lim T(f,) = hm/fn £ dt = /f

n—r+00 n—r+00

car (fu)neN converge uniformément sur [0, 1] vers f. Dot

T(f) = lim xL(f)(x) = lim x Ze " f(eT") /Olf(t)dt

x—0t x—07t

* Fin de I’épreuve
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